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Abstract. Let T be a nonnegatif random variable representing the life time of individuals in some 
population. Life time data of individuals are devided in two kinds, cencored and uncencored data. 
The probability of an individual surviving till time t is given by the survival function S(t)=P(T≥t). 
Product Limit estimator (Kaplan-Meier estimator) is a nonparametric method to find the survival 
function for cencored data. 
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1.  PENDAHULUAN 
Analisis waktu hidup adalah meto-
de analisis waktu hidup yang bergantung 
dari waktu meliputi waktu hidup dan status 
waktu hidup individu. Data waktu hidup 
yang diperoleh dapat berupa data tak ter-
sensor dan data tersensor. Data yang di-
maksud adalah data hidup individu dalam 
grup tertentu yang diukur dari periode ter-
tentu pula dan merupakan variabel random 
yang bernilai nonnegatif sehingga akan 
membentuk suatu distribusi yang disebut 
distribusi waktu hidup.  
Salah satu permasalahan yang dite-
mui dalam analisis data ketahanan hidup 
adalah kemungkinan adanya beberapa indi-
vidu yang tidak dapat diikuti perkemba-
ngannya sampai individu tersebut mati. 
Waktu tahan hidup adalah ketika individu 
dapat diikuti perkembangannya sampai in-
dividu tersebut mati, sedangkan untuk in-
dividu yang tidak dapat lagi diikuti per-
kembangannya merupakan observasi wak-
tu tahan hidup yang tidak lengkap, biasa 
disebut observasi tersensor. Fungsi keta-
hanan suatu individu S(t) didefinisikan se-
bagai perbandingan antara jumlah obser-
vasi yang hidup lebih dari waktu t (t≥0) 
dengan jumlah total observasi [2]. Fungsi 
ketahanan ini sangat bergantung pada tipe 
penyensoran yang digunakan. Tipe pe-
nyensoran yang sering dipakai adalah sen-
sor tipe I, II dan III. 
Dalam tulisan ini  diuraikan me-
ngenai inferensi fungsi ketahanan dengan 
menggunakan metode Kaplan–Meier. Di-
cari peluang ketahanan hidup individu de-
ngan sensor tipe III dan membandingkan 
fungsi ketahanan dua sampel yang berbeda 
dengan salah satu sampel diberi perlakuan 
tertentu dan sampel yang lain dijadikan ob-
servasi terkontrol, lebih lanjut dicari sam-
pel manakah yang mempunyai fungsi keta-
hanan yang lebih baik.  
 
2. KAJIAN TEORI 
Analisis ketahanan adalah metode 
yang sering digunakan untuk mempelajari 
tentang kegagalan. Untuk analisis ketaha-
nan dimulai observasi suatu kumpulan in-
dividu pada beberapa titik waktu yang su-
dah diketahui secara pasti dan dapat diikuti 
perkembangannya untuk beberapa periode 
waktu dan waktu dicatat pada saat kejadian 
tersebut. 
Uji ketahanan hidup berkaitan de-
ngan waktu ketahanan karena dengan dike-
tahui waktu ketahanan individu bisa dike-
tahui berapa besar kemungkinan ketahanan 
hidup individu tersebut oleh suatu perlaku-
an tertentu. Waktu ketahanan adalah ukur-
an data waktu untuk kejadian pasti seperti 
kegagalan atau kematian. Waktu ketaha-
nan T merupakan variabel random nonne-
gatif yang mewakili ketahanan hidup dari 
individu dalam populasi yang merupakan 
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variabel random kontinu dalam interval 
[0,∞) atau ketahanan hidup pada waktu t 
dengan t > 0. 
 
2.1 Tipe Penyensoran 
2.1.1 Sensor Tipe I 
Ada n individu yang diamati dimu-
lai pada waktu yang sama. Eksperimen 
akan berhenti jika telah dicapai waktu ter-
tentu (waktu penyensoran). Sensor ini 
membutuhkan waktu yang lama dan biaya 
yang relatif besar karena peneliti harus me-
nunggu sampai waktu penyensoran ber-
akhir [3]. 
2.1.2 Sensor Tipe II 
Ada n individu yang diamati di-
mulai dari waktu yang sama. Eksperimen 
dihentikan setelah kegagalan ke–r diper-
oleh, sehingga sensor tipe II dapat meng-
hemat waktu dan biaya. Jumlah pengama-
tan harus diputuskan terlebih dahulu sebe-
lum data tersebut dikumpulkan [3]. 
2.1.3 Sensor Tipe III 
Individu masuk dalam pengamatan 
pada waktu yang berbedabeda selama pe-
riode waktu tertentu. Beberapa individu 
mungkin mati/gagal sebelum pengamatan 
berakhir dimana waktu ketahanannya se-
cara pasti diketahui, kemungkinan yang la-
in adalah individu keluar sebelum penga-
matan berakhir sehingga tidak berpengaruh 
pada pengamatan berikutnya, dan kemung-
kinan yang terakhir adalah individu tetap 
hidup sampai batas akhir waktu pengama-
tan. Untuk individu yang hilang, waktu ke-
tahanan adalah dari mulai masuk pengama-
tan sampai dengan waktu terakhir sebelum 
hilang. Untuk individu yang tetap hidup, 
waktu ketahanan adalah dari mulai masuk 
pengamatan sampai dengan waktu penga-
matan berakhir. Karena waktu masuk pe-
ngamatan tiap individu tidak sama maka 
waktu sensor yang terjadi juga berbeda–
beda [3]. 
 
3. ESTIMATOR PRODUCT LIMIT   
(KAPLAN – MEIER ) 
Jika waktu ketahanan dapat dike-
lompokkan secara terurut maka waktu ke-
tahanan T dapat diperlakukan sebagai va-
riabel random yang diskrit. Misalkan  T 
bernilai t1, t2, …dengan 0≤t1<t2< …  dan 
fungsi densitas peluangnya adalah 
( ) ( ) n,...,,i,tTPtp ii 21  ===  maka fung-
si ketahanannya adalah 
( ) ( ) ( )∑
≥=
=≥=
tti
i
i
tptTPtS .  (2.1) 
Estimasi dengan Kaplan-Meier dari 
probabilita ketahanan dari beberapa waktu 
yang khusus merupakan hasil kali estimasi 
yang sama pada waktu sebelumnya dan 
angka ketahanan yang terobservasi dari ta-
hun-tahun tersebut [3]. 
( ) ( ) ( )tS.tStS ii =+1  atau 
( ) ( )( )i
i
tS
tS
tS 1+= .   (2.2)
            
Fungsi hazard didefinisikan sebagai pelu-
ang suatu individu gagal dalam interval (t, 
,t+∆t) dengan diketahui bahwa individu 
tersebut telah hidup selama waktu t. 
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Karena ( ) ( ) ( )1+−= iii tStStp  maka persa-
maan (2.3) menjadi  
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Subtistusi persamaan (2.2) dan (2.3) : 
( ) ( )( ) ( )thtS
tS
tS
i
i
−==
+ 11 .  (2.5) 
Jika terdapat observasi yang saling bebas 
maka estimator nonparametrik fungsi keta-
hanan adalah 
( ) ( ) n,...,,i,thtS n
i
i
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dengan ( )ith
^
 diestimasi dengan mengguna-
kan metode maksimum likelihood sehing-
ga diperoleh  
( )
i
i
i R
th δ=
^
, i = 1,2,…,n, 
dengan   
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δi adalah jumlah kematian individu pada  
    pengamatan ke-i.,  
Ri adalah jumlah individu yang tetap hidup 
pada pengamatan ke-i..  
Dengan demikian fungsi ketahanan S(t) d-
engan menggunakan estimasi Product Li-
mit (Kapalan–Meier) adalah  
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Pada prakteknya estimasi Kaplan-
Meier dapat dicari dengan cara membentuk 
tabel yang kolom-kolomnya berisi: 
1. Kolom pertama ( i ), banyaknya penga-
matan yang diambil sebagai sampel.  
2. Kolom kedua ( ti ), semua waktu hidup 
baik yang termasuk observasi tersensor  
3. maupun observasi tidak tersensor de-
ngan diurutkan dari waktu yang terkecil 
sampai dengan waktu yang terbesar. 
Tanda “*“ berarti termasuk observasi 
yang tersensor. 
4. Kolom ketiga (Ri), jumlah individu 
yang tetap hidup pada pengamatan ke-i. 
5. Kolom keempat (δi), jumlah kematian 
individu pada pengamatan ke-i. 
6. Kolom kelima (
^
iq ), estimasi peluang 
kematian individu pada pengamatan ke-
i. 
7. Kolom keenam (
^
ip ), estimasi peluang 
ketahanan individu pada pengamatan 
ke-i. 
8. Kolom ketujuh ( ( )tS^ ), estimasi fungsi 
ketahanan untuk tiap-tiap individu yang 
masuk pada pengamatan. 
 
Tabel 1. Tabel estimasi Kaplan-Meier 
Amatan 
i 
 
 
 
(1) 
Waktu 
pengamatan 
ti 
 
 
(2) 
Jumlah 
individu 
Ri 
 
 
(3) 
Jumlah  
individu 
mati 
δi 
 
(4) 
Estimasi 
probabilita 
bersyarat 
kematian 
^
iq  
(5) 
Estimasi 
probabilita 
bersyarat 
ketahanan 
^
ip  
(6) 
Estimasi 
fungsi 
ketahanan 
( )tS^  
 
(7) 
1 
2 
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t1 
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. 
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δ3 
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. 
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S(t1) 
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. 
. 
. 
S(tn) 
  
Sebagai contoh, berikut ini diberikan 21 pasien penderita leukemia yang diberi perlakuan 
secara acak berupa obat 6–MP dan 21 pasien yang lain tidak diberikan perlakuan (kontrol) 
[1]. 
 
 
Sampel 1 ( obat 6–MP ) 6*, 6, 6, 6, 7, 9*, 10*, 10, 11*, 13, 16, 17*, 
19*, 20*, 22, 23, 25*, 32*, 32*, 34*, 35* 
Sampel 2 ( kontrol ) 1, 1, 2, 2, 3, 4, 4, 5, 5, 8, 8, 8, 8, 11, 11, 12, 
12, 15, 17, 22, 23 
 “*“ observasi tersensor.                             
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 Untuk sampel kesatu 
 
Tabel 2. Tabel Penderita Leukimia yang Diberi Perlakuan 
Waktu 
pengamat
an 
ti 
Jumlah 
individu 
yang 
diamati 
beresiko 
Ri 
Jumlah 
individu 
yang mati 
δi 
Jumlah 
individu 
yang 
tersensor 
Ci 
qi pi S(t) 
6 21 3 1 0.1429 0.8571 0.8571 
7 17 1 0 0.0588 0.9412 0.8067 
9 16 0 1 0 1 0.8067 
10 15 1 1 0.0667 0.9333 0.7529 
11 13 0 1 0 1 0.7529 
13 12 1 0 0.0833 0.9167 0.6902 
16 11 1 0 0.0910 0.9090 0.6274 
17 10 0 1 0 1 0.6274 
19 9 0 1 0 1 0.6274 
20 8 0 1 0 1 0.6274 
22 7 1 0 0.1429 0.8571 0.5377 
23 6 1 0 0.1667 0.8333 0.4481 
25 5 0 1 0 1 0.4481 
32 4 0 2 0 1 0.4481 
34 2 0 1 0 1 0.4481 
35 1 0 1 0 1 0.4481 
 
 Untuk sampel kedua 
 
Tabel 3. Tabel Penderita Leukimia yang Tidak Diberi Perlakuan 
Waktu 
pengamat
an 
ti 
Jumlah 
individu 
yang 
diamati 
beresiko 
Ri 
Jumlah 
individu 
yang mati 
δi 
Jumlah 
individu 
yang 
tersensor 
Ci 
qi pi S(t) 
1 21 2 0 0.0952 0.9048 0.9048 
2 19 2 0 0.1053 0.8947 0.8095 
3 17 1 0 0.0588 0.9412 0.7619 
4 16 2 0 0.1250 0.8750 0.6667 
5 14 2 0 0.1429 0.8571 0.5714 
8 12 4 0 0.3333 0.6667 0.3810 
11 8 2 0 0.2500 0.7500 0.2858 
12 6 2 0 0.3333 0.6667 0.1905 
15 4 1 0 0.2500 0.7500 0.1429 
17 3 1 0 0.3333 0.6667 0.0953 
22 2 1 0 0.5000 0.5000 0.0477 
23 1 1 0 1 0 0 
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4. PERBANDINGAN DUA FUNGSI 
KETAHANAN 
 Jika fungsi ketahanan hidup suatu 
individu diestimasi menggunakan estimasi 
Product Limit (Kaplan–Meier), maka un-
tuk membandingkan dua fungsi ketahanan 
dapat menggunakan uji Peto dan Peto se-
bagai generalisasi uji Wilcoxon.. Uji ini 
dianggap sebagai skor untuk tiap obser-
vasinya seperti biasa pada uji logrank. 
Pemberian skor untuk tiap–tiap observasi 
adalah sebagai berikut. 
 
( ) ( )
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


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




−
−+
=
−
rsensor        te                    
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tersensortidakyang                              
observasiuntuk1   1
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,tStS
U
i
^
i
^
i
^
i
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Langkah–langkah untuk membandingkan 
dua fungsi ketahanan adalah sebagai beri-
kut. 
1. Tiap observasi diberi skor Ui dengan 
diberi tanda grup 1 dan grup  
2. Dihitung nilai dari S untuk masing–
masing grup, dimana  
∑∑
==
==
21 n
1j
j
n
1i
i USdanUS . 
 
3. Dicari nilai varian dari S untuk semua 
grup, 
( ) ( ) ( )1
.
2121
1
2
21
21
−++
=
∑
+
=
nnnn
Unn
SVar
nn
i
i
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4. Melakukan pengujian hipotesis yang 
dipakai,  
H0 : S1(t)=S2(t) (Perlakuan 1 dan 2 
sama–sama efektif ) 
H1 : S1(t)>S2(t) (Perlakuan 1 lebih  
efektif daripada perlakuan 2 )          
atau      
H2 : S1(t)<S2(t) (Perlakuan 2 lebih 
efektif daripada perlakuan 1)          
atau      
H3 : S1(t)≠S2(t)  (Perlakuan 1 dan 2 
efektifnya berbeda).   
5. Menghitung statistik ujinya untuk 
masing–masing grup, 
( )SVar
SZ =  
6. Dengan α sebagai tingkat signifikansi 
maka dicari daerah penolakan H0. 
• Jika S ada di grup 1 maka daerah 
kritis penolakan H0 adalah αZZ −< . 
• Jika S ada di grup 2 maka daerah 
kritis penolakan H0 adalah αZZ > . 
Untuk contoh kasus diatas diperoleh Tabel 
4 pada Lampiran.  
 
Grup 1 :   S = – 6.0006 dan  
Grup 2 : S =   6.0096 dengan  
Var (S)) = 3.189738725 
Untuk sampel kesatu uji hipotesa yang 
dipakai adalah : 
Ho : S1(t)=S2(t)  (Perlakuan 1 dan 2 sama – 
sama efektif). 
H1 : S1(t)>S2(t)  (Perlakuan 1 lebih efektif 
daripada perlakuan 2). 
Statistik uji: 
 
  
( )
35983
78601
00066
18973
60060
.
.
.
.
.
SVar
SZ
−=
−
=
−
==
 
 
Daerah penolakan H0 untuk sampel kesatu 
adalah jika Zhitung < – Ztabel dengan peng-
gunaan α sebesar 5 %. Karena  Zhitung = –
3.3598 < – Ztabel = –1.645 maka H0 ditolak 
yang berarti bahwa perlakuan pada sampel 
satu yang diberi obat 6–MP lebih efektif 
daripada tidak diberi perlakuan seperti pa-
da sampel kedua. 
 
5. KESIMPULAN 
Estimator Kaplan–Meier diguna-
kan untuk mengestimasi fungsi ketahanan 
hidup dari data yang tersensor dan data ya-
ng tidak tersensor untuk masing–masing 
observasi dengan panjang interval waktu 
yang bervariasi. Untuk membandingkan 
dua fungsi ketahanan dapat digunakan uji 
Peto dan Peto sebagai generalisasi uji Wil-
coxon. berdasarkan hasil analisis pasien 
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yang diberi perlakuan obat 6–MP memiliki 
fungsi ketahanan yang lebih baik diban-
dingkn dengan pasien yang tidak diberi 
perlakuan. 
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Lampiran 
 
Tabel 4. Tabel Penderita Leukimia yang Diberi Perlakuan 
No. 
Obser 
vasi 
Waktu 
Pengamatan ti 
Grup ( )tS^  Ui 
1. 1 2 0.9048 1 + 0.9048 – 1 = 0.9048 
2. 1 2 0.9048 0.9048 + 0.9048 – 1 = 0.8096 
3. 2 2 0.8095 0.9048 + 0.8095 – 1 = 0.7143 
4. 2 2 0.8095 0.8095 + 0.8095 – 1 = 0.6190 
5. 3 2 0.7619 0.6667 + 0.7619 – 1 =0.5714 
6. 4 2 0.6667 0.6667 + 0.7619 – 1 = 0.4286 
7. 4 2 0.6667 0.6667 + 0.6667 – 1 =0.3334 
8. 5 2 0.5714 0.5714 + 0.6667 – 1 = 0.2381 
9. 5 2 0.5714 0.5714 + 0.5714 – 1 = 0.1428 
10. 6* 1 – 0.5714 – 1 = – 0.4286 
11. 6 1 0.8571 0.5714 + 0.8571 – 1 = 0.4285 
12. 6 1 0.8571 0.8571 + 0.8571 – 1 = 0.7142 
13. 6 1 0.8571 0.8571 + 0.8571 – 1 = 0.7412 
14. 7 1 0.8067 0.8067 + 0.8571 – 1 = 0.6638 
15. 8 2 0.3810 0.3810 + 0.8067 – 1 = 0.1877 
16. 8 2 0.3810 0.3810 + 0.3810 – 1 = – 0.2380 
17. 8 2 0.3810 0.3810 + 0.3810 – 1 = – 0.2380 
18. 8 2 0.3810 0.3810 + 0.3810 – 1 = – 0.2380 
19. 9* 1 – 0.3810 – 1 = – 0.6190 
20 10* 1 – 0.3810 – 1 = – 0.6190 
21. 10 1 0.7529 0.3810 + 0.7529 – 1 = 0.1339 
22. 11* 1 – 0.7529 – 1 = – 0.2471 
23. 11 2 0.2858 0.7529 + 0.2858 – 1 = 0.0387 
24. 11 2 0.2858 0.2858 + 0.2858 – 1 = – 0.4284 
25. 12 2 0.1905 0.2858 + 0.1905 – 1 = – 0.5237 
26. 12 2 0.1905 0.1905 + 0.1905 – 1 = – 0.6190 
27. 13 1 0.6902 0.6902 + 0.1905 – 1 = – 0.1193 
28. 15 2 0.1429 0.1429 + 0.6902 – 1 = 0.1669 
29. 16 1 0.6274 0.6274 + 0.4129 – 1 = – 0.2297 
30. 17 2 0.0953 0.0953 + 0.6274 – 1 = – 0.2773 
31. 17* 1 – 0.0953 – 1 =  – 0.9047 
32. 19* 1 – 0.0953 – 1 =  – 0.9047 
33. 20* 1 – 0.0953 – 1 =  – 0.9047 
34. 22 1 0.5377 0.0953 + 0.5377 – 1 = – 0.3670 
35. 22 2 0.0477 0.0477 + 0.5377 – 1 = – 0.4146 
36. 23 2 0 0.0477 + 0 – 1 = – 0.9523 
37. 23 1 0.4481 0.4481 + 0 – 1 = – 0.9523 
38. 25* 1 – 0.44481 – 1 = – 0.5519 
39. 32* 1 – 0.44481 – 1 = – 0.5519 
40. 32* 1 – 0.44481 – 1 = – 0.5519 
41. 34* 1 – 0.44481 – 1 = – 0.5519 
42. 35* 1 – 0.44481 – 1 = – 0.5519 
  
